
Topologia

Lista dodatkowa 1

Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Podzbiór A ⊂ X nazywamy zbiorem otwartym

w przestrzeni (X, d), je±li
∀x∈A ∃r>0 B(x, r) ⊂ A.

Zad 1. Sprawdzi¢ które z podanych podzbiorów pªaszczyzny euklidesowej, tj. pary (R2, d),
gdzie d jest metryk¡ euklidesow¡, s¡ otwarte:

A = {(x, y) : a < x < b}; B = {p}, C = {tp + (t− 1)q : t ∈ (0, 1)}; p, q ∈ R2,

D = {(x, y) : x, y ∈ Q}, E =
⋃
n∈N

En, gdzie En = {(x, y) : n < x2 + y2 < n + 1}.

Zad 2. Niech (X, d) b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡ metryczn¡ i niech τ b¦dzie rodzin¡ wszyst-
kich zbiorów otwartych w przestrzeni (X, d). Pokaza¢, »e τ jest topologi¡, czyli »e

(O1) ∅ ∈ τ i X ∈ τ ,

(O2) je±li γ ⊂ τ , to
⋃

U∈γ U ∈ τ ,

(O3) je±li U1, ..., Un ∈ τ , to
⋂n

i=1 Ui ∈ τ .

Zad 3. Pokaza¢ na przykªadzie, »e iloczyn niesko«czonej ilo±ci zbiorów otwartych nie musi
by¢ zbiorem otwartym.

Zad 4. Czy topologi¦ mo»na zada¢ na dowolnym zbiorze?

Zad 5. Opisa¢ topologi¦ wyznaczon¡ przez metryk¦ dyskretn¡.

Zad 6. Które z podanych rodzin stanowi¡ topologi¦ na zbiorze X = {a, b, c}:
a) {{a}, {a, b}, {a, b, c}}, c) {∅, {a}, {b}, X},
b) {∅, {a}, {b, c}, X}, d) {∅, {a, b}, {b, c}, X}.

Zad 7. Sprawdzi¢, »e je»eli (X, τ) jest przestrzeni¡ topologiczn¡ i A ⊂ X, to para (A, τA),
gdzie

τA = {U ∩ A : U ∈ τ}

jest przestrzeni¡ topologiczn¡.

Zad 8. Niech f : X → Y b¦dzie odwzorowaniem, gdzie X jest zbiorem a (Y, τ) przestrzeni¡
topologiczn¡. Czy rodzina

τf = {f−1(U) : U ∈ τ}

jest topologi¡ na X?

Zad 9. Pokaza¢, »e w ka»dej przestrzeni topologicznej metryzowalnej, to jest takiej w której
topologia pochodzi od metryki,

a) zbiór jednoelementowy jest domkni¦ty,

b) speªniony jest warunek Hausdor�a.

Zad 10. Poda¢ przykªad przestrzeni topologicznej niemetryzowalnej.


